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Les Exp(airs) taumaths

Probleme 7 : De Joyeux Biuicherons

1 Question 1

Appelons Py, la propriété énongant que le tronc fin de longueur L est ouvert.
Soit p,, la position initial du segment avant déplacement et p, deux positions quelconque dans le plan.
Montrons qu’il est toujours possible de déplacer un tronc de p; a py.

1.1 Montrons qu’un tronc ne peut jamais étre bloqué

Nous allons assimiler le bosquet & un plan qu’on munit d’un repere orthonormé (O,Z,;) afin de repérer les
arbres. Ces derniers sont représentés par des points a deux coordonnées réelles et les troncs sont représentés
par des segments du plan.

Prenons un cas extréme, mais avant

On considere les notations suivantes :

o A(x';y1) et B(a';y2) deux arbres ponctuels appartenant au bosquet.
e T le tronc fin de longueur L qui a pour extrémités A et B (d’apres Py).
e C et D, deux arbres ponctuels de part et d’autre du tronc fin, respectivement de coordonnées réelles

C(z;y) et D(xz+ h;y) avec : lim x + h = x.
h—0

On précisera que v <z’ <z +h

Figure 1: Modélisation de la situation initiale avec un tronc T positionné a p;
Premiere étape :

e Si on translate le segment [AB] vers D, on obtient alors le segment [A’B’] ayant pour coordonnées
réelles A'(x +h — a;y1) et B'(x + h —a;y2) avec: 0 <a<h

e On précisera que que les points A’ et B’ ne représentent pas des arbres ponctuels mais seulement les
extrémités de T

e Ainsi, on a 'inégalité suivante : x <2’ <z +h—a<z+h

Deuxieme étape :
1.Premier cas :

e On translate de nouveau le segment [A’B’] verticalement pour pouvoir ensuite ’amener a la position
finale py souhaitée.
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Figure 2: Modélisation d’une translation verticale de [A’B’] de p; a py

2. Deuxiéme cas :

e On translate de nouveau le segment [A’B’| vers le point D, on obtient alors [A” B”]| ayant pour coor-
données réelles A”(x + h — B;y1) et B"(x+h — B;y2) avec: 0 < < a<h

e Ainsionaz <z’ ' <z+h—-a<z+h—-B<z+h

Remarque : On peut répéter ce raisonnement n fois pour tout n entier naturel pour arrivée a py
Conclusion : Un tronc ne peut jamais étre bloqué totalement.

1.2 Montrons qu’il est toujours possible de déplacer ce tronc fin 7

On sait que :
e Le bosquet est constitué d’un nombre fini d’arbres ;
e Comme montré précédemment, un tronc ne peut jamais étre bloqué

Cela signifie qu’il existe toujours un moyen de faire sortir le tronc fin 7 du bosquet ;

Une fois hors du bosquet, il n’y a plus d’obstacle et on peut donc mettre facilement le tronc fin 7 dans la
position voulu pour atteindre py

Remarque : Entre p; et py, il existe p,, avec n un entier naturel, représentant I’ensemble des positions
intermédiaires par lesquelles va passer 7 pour atteindre ps
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Figure 3: Exemple de situation pour passer de p; a py sans sortir du bosquet
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Figure 4: Exemple de situation pour passer de p; a py en sortant du bosquet

Conclusion : Il est toujours possible pour les biicherons de déplacer T .

1.3 Comment est-ce possible de toujours déplacer 7 d’une position a autre ?
Grace a :
e une ou plusieurs rotation et/ou une ou plusieurs translations

e De plus, on peut toujours déplacer ce tronc de p; a ps grace aux positions intermédiaires p,, ; n un
entier naturel

2  Question 2

2.1 Propriété
e Soit un disque D de centre O et de rayon r ;
e Soit  un point quelconque appartenant a D ;

e Appliquer & D une rotation de centre 2 et d’angle 0 revient a effectuer une translation de D

2.2 Démonstration

Données :
e P le plan cartésien (Euclidien)

o Rq.:P — P rotation du centre €2 d’angle 0

TP — P translation du vecteur o

Dg;r)={Me P/OM < r}
o D'p.1")= {Me P/O'M < 1'}=Rq.0) (D(s.r)
o D" gx”)={Me PJO"M < 1"}= Ty (Dg.x)
Objectif :

On cherche a montrer que si Q € D(y,r) alors 37U un vecteur tel que :

D/(GI;IJ):,D//(GII;I‘”)
< Ra) (Do;r)=Tg (Do;1))

Prenons AcP



2.2.1 Montrons que A € Ry(D) — JU /A € T4 (D)

Appliquer R(qg,9) & A un point appartenant a D

On nomme A’ I'image de A par R(q.q)

On applique cette rotation Rq.p) a 'ensemble des points appartenant a D
On obtient ainsi D’ (g/,1")

Appliquer maintenant la translation 73 tel que U = (W
On nomme A” Pimage de A par 0

On applique cette translation 753 a I'ensemble des points appartenant a D

On obtient alors D" g.1”)

au point A

Ainsi D' (g.1")=D" (911.1"))
Et A € Ry(D) = IW /A € T(D)

2.2.2 Montrons que A € T (D) = 30/A € Ry(D)

-,

On effectue une translation 73 de D dans un repere orthonormé (O; i Jj) avec O, le centre de D
Soit O’, le centre de D’ par T

On remarque alors 'angle 6 que forme (O_O’ ; Z)
Effectuons maintenant une rotation R g, tel que D viennent se superposer a D’
on voit alors que par translation ou rotation, on aboutit au méme disque D’

Conclusion :

DI(Q/;IJ):D”(‘g//;I'”)
= R (Dex)=Tg (De.r))
Ainsi, par la propriété démontrée précédemment, on ne s’intéressera ici qu’a ’opération consistant a faire

une translation.

2.3 Quel est le rayon r,,ar que peut avoir la souche sachant que le disque est
ouvert ?

e Appelons cellule, noté C, ’ensemble de 4 arbres ponctuels de la forét de Chambord formant un carré
de coté 1 ;

e Pour trouver 7,4z, il suffit de trouver le rayon du cercle circonscrit a C' ;
e C’est a dire :

Tmaz=35 XV2 avec c la longueur du coté du carré ;

On a alors rm,m:g

Ainsi, le rayon r de la souche est dans l'intervalle ]O;g}

2.4 Résolution par disjonction de cas

D’apres I’énoncé, une souche est libre si Vp; et Vpy qui ne rencontrent pas d’arbres ponctuels, les biicherons
peuvent déplacer la souche de I'une a l'autre.

2.4.1 Cas n*1 : La souche est libre

e La souche est libre si elle peut se déplacer de cellule en cellule sans probleme ;

Or les cellules forment des carrés de coté 1 ;
e Il faut donc que le diametre maximum d’un disque soit égale a dp,q,=1 = 1 = %
e Ainsi pour circuler d’une cellule a I'autre

ro €]0; 3]
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Figure 5: Modélisation d’un déplacement possible d’une souche quand ry €]0; %]

2.4.2 Cas n*2: Si % <rg < g alors la souche n’est pas libre

Démontrons cela a ’aide d’un contre exemple :

1

Si ro = 3 alors le diametre du disque vaut 2

2
6
Org>1

Donc la souche ne pourra pas se déplacer d’une cellule a Dautre.

déplacements dans sa propre cellule.
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Elle ne pourra faire que de petits

Figure 6: Modélisation d'un déplacement impossible d’une souche d’une cellule & ’autre quand rg > %]

Conclusion : La souche est libre Vry €]0; 1]

3 Question 3

Dans la question 1, on a montré qu’on tronc fin de longueur L ne pouvait jamais étre bloqué.
Donc, il existe toujours une position initial p; et une position final py pour un tronc fin quelque soit L dans

la forét de Chambord.

3.1 Montrons que VL, 7 est libre

On utilise pour cela la disjonction de cas

3.1.1 Cas n*1 : le plus simple

e D’apres la question 2, je sais que la diagonale dans une cellule vauty/2

e Ainsi, le tronc fin est libre si 0 < L <v/2 (car le segment n’est pas ouvert)

Py

Figure 7: Exemple de situation avec un petit n



3.1.2 Cas n*2: L >2

Nous savons que pour aller de p; & py, le segments passe par p,, position intermédiaire ( avec n un entier
naturel)

e Soit un segment de longueur L >/2 ;
e p; sa position initiale et ps, sa position finale ;
e Plus L est grand, plus n est grand = le nombre de positions intermédiaire augmentera donc ;

¢ Remarque : Entre chaque position intermédiaire, les blicherons applique un mouvement de translation
ou de rotation
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Figure 8: Exemple de situation avec un grande n car L >v/2

Conclusion : VL €]0; +oof, le tronc fin est libre

4 Question 4

Résolution par disjonction de cas

4.1 Casn*l: Lecarré: F =1

D’aprés ’énoncé, on sait que F < L, dans cette partie, on considérera que E = L. Ainsi, le tronc épais est
un carré ouvert.

Sachant qu’une cellule est un carré de coté 1, on en déduit que pour pouvoir étre libre, E et L, égaux par
ailleurs, doivent étre inférieur ou égale a 1

Remarque : Quand F < L < 1 le tronc épais est libre car le périmetre de ce dernier est inférieur au
périmetre d’une cellule.

4.2 Cas n*2 : Le rectangle : £ < L
On arrive a ’hypothése suivante apres avoir réaliser plusieurs modélisations :

Si L =n alors F = quand n € R

1
E(n)+1

Si L=nalors E= 1 quand n € N

Remarque : Les formules ci-dessus couvrent les cas généraux, elles fonctionnent toujours.
Néanmoins, il y a deux exceptions :

e SiL=cet EF=
e SiL=2et E=

NS N[0
EN[JU T

D’apres la question 3, nous pouvons en déduire aussi que plus E est petit, plus L peut étre grand.

Conclusion : Le tronc épais est libre quand :
1/siL:nalorsE:W;n€R

2/siL:nalorsE:%;n€N

On peut ainsi ajouter que E €]0;1] et que L €]0;+o00[ en respectant les conditions : E < L et celles
énoncées ci-dessus.



5 Question 5

On nous dit dans I’énoncé que le temps total représente la distance parcourue par un point particulier. Donc
si nous devons trouver le temps minimal nécessaire pour déplacer un objet d’un point & un autre, cela signifie
que nous devons chercher la distance minimale & parcourir entre deux points données.

5.1 Partie 1 : Le temps minimal pour une souche

Pour tout m et n des entiers avec n # m
On cherche le temps minimal nécessaire pour déplacer une souche de centre c(%; %)
Les coordonnées les plus proches o n # m qui répondent a la consigne sont :

en=1letm=2

Oou
en=2etm=1

Dans un plan, la distance la plus courte est d’aller tout droit ;
Dans le cas présent si on veut parcourir un chemin en ligne droite minimale, il faut que ry < % car au cours
de son trajet rectiligne, la distance minimale avec les arbres ponctuels qu’il rencontre est de i

Calculons la distance parcourue par la souche quand ry < i. Utilisons pour cela le théoreme de Pythagore :
D’apres les valeurs possible de n et m ;

-2 2 2
Chemlnrectiligne_n +m
<= Chemin? =12 422

rectiligne

= Cheminectitigne='5

Le temps minimal pour effectuer un chemin en ligne droite a condition que rg < i, estv/5
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Figure 9: Modélisations des chemins les plus rapides a prendre a condition que 79 < %

Calculons maintenant la distance minimale & parcourir pour une souche libre (voir question 2);
Sachant les valeurs possibles de m et n ;

Cheminsouchelibre: m+n
<~ Chemlnsouchelibre: 1+2
<= Cheminsouchelibre= 3
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Figure 10: Modélisations des chemins les plus rapides & prendre quand la souche est libre (voir question 2)

Conclusion : Pour une souche de rayon rq :
V5 < Tempsmin < 3

5.2 Partie 2 : Le temps minimal pour un tronc fin
5.2.1 Cas n*1: L <2

D’apres la question 3, nous avons vu que dans ce cas, le tronc fin est libre dans sa cellule.
11 effectue un demi-tour, c’est a dire une rotation qui a pour centre celui de objet. Comme pour la souche, le
point la position le plus proche centrée sur (n + %; m+ %) est quand n =1 et m = 2 et inversement

2 L] L4 L d

15 o
Chemin le plus court étape 8
Rotation de ™
1 L] L ®
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05 —_— —
étape 1 étape 2
0 05 1 15 2 25 3 a5

Figure 11: Modélisations des chemin les plus rapides

Ainsi le temps minimale pour ce cas-ci vauty/5 (Voir Partie 1 pour le calcul)

5.2.2 Cas n*2: L >V2

Plus L est grand, plus il sera long de faire demi-tour. La distance minimale & parcourir augmentera donc.
Ainsi si L tend vers Uinfini, le temps minimale pour atteindre la position (n + %; m+ %) tendra lui aussi vers
Iinfini.

Conclusion : Pour un tronc fin de longueur L:
Tempsmin € VS ;+OO[

5.3 Partie 3 : Le temps minimal pour un tronc épais

5.3.1 Casn*l: E=1L

D’apres la question 4, nous sommes ici en présence d’'un carré. Si ce dernier & ces cOtés inférieur strictes a %

alors la distance minimale a parcourir sera deV/5 .
Si les cotes du carré sont entre i et 1, alors la distance a parcourir sera de 3.
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Figure 12: Modélisations des chemin les plus rapides

5.3.2 Casn*2: E<L

La encore, il faut reprendre, notre réponse de la question 4. Sachant que si L = n alors £ = ﬁ quand

ne€RetsiL=mnalors £ = % quand n € /. Nous pouvons en déduire que selon la longueur du segment de
E et de L joue sur le temps minimal nécessaire pour arriver a la position (n + %; m+ %)

Conclusion : Pour un tronc fin épais:
Tempsmin S VS ,+OO[



